Clest en 1980 lors d'un collogue tenu a 1'Université Paul Valéry de Montpellier que nous avons initié
une réflexion sur les relations entre « la pensée » on parle aujourd’hui de « processus cognitifs » et les
caractéristiques quantitatives et qualitatives de 'information. Nous cherchions i étendre la portde de ce
concept. tel gqu'on le connait dans différents domaines techniques comme la Théorie de I'Information
{ex. :compression d’information), le Traitement des Signaux (holographie notamment) ou I'Intelligence
Artiticielle (en liaison avec les neurosciences), au contenu significatit d’information que comporte tout
message traité par un processus supposé « intelligent ». 1l est apparu que cette extension du concept
technique numérique d'information au champ sémantique formel nécessitait une théorisation des éals
informationnels transmis ou non-transmis 4 la lumiére de différents formalismes. Avec, pour
conséquence, la classification de certains processus cognitifs en fonction des structures de Iinformation,
el réciproguement la caractérisation de méthodes de traitement de 1Minformation adaptées a chague classe.
Dans les formalismes employés pour construire cette théorie cognitive de l'information, il apparut
notamment que "opératenr « O Exclusif » jouait un rdle central {voir figure 2 dans I"article). Aussi fut-
ce avee un grand intérét que j¢ pns connaissance d'un article de Gérard Langlet (« La propagation
asymeétrique de la parité, enjeu de I"abandon du continu 7 », Bio-Math, n®115, p 5-38, 1991) énongant
des idées similaires sur cet opérateur et sur la compression d’information en général. Je pris contact avec
I"auteur. qui me fit découvrir ses travaux, puis ceux de Michael Zaus, ainsi que le langage APL que je ne
connaissais pas et... Les Nouvelles d"APL. Comme je 'explique dans I"article ci-joint, si la physique des
processus cognitifs passe par une premidre description en terme de lois physico-mathématiques
analogiques {par ex. : diffraction, interférences, transformation de Fourier. etc.). sa modélisation sur un
ordinateur implique 'adaptation de ces lois au monde binaire. Clest précisément en ce point
guiinterviennent les travaux remarguables de Gérard Langlet. qui a poursuivi le raisonnement jusqu’a
son terme et débouché sur I'arithmétique modulo 2 matricielle. Comme il le disait lui-méme, les
caractéristiques tout-a-fait particuliéres du langage APL ont joué un rdle décisif.C est avec un vif regret
que j"ai appris la disparition de Gérard Langlet.On comprendra. au vu de cette bréve relation historique,
combien cette disparition apparait prématurée. et combien son enthousiasme et ses connaissances
encyclopédigues font avjourd hui défaut. Cela va de soi, cetarticle lui est dédié,
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11 Les processus informationnels associent implicitement a linformation digitalisée qu'ils traitent une
information formelle continue. Il existe ainsi plusienrs classes de calewlabilité : automates finis,
machines de Turing (infini dénombrable), opératenrs continus {infini non dénombrable).

) La classe des opérateurs confinus est irréductible a la classe des opératenrs numérigues, Efle mef en
wuvre des procédures (Transformation de Fourier, convolution,.._ ) qui agissent sur des formes (signas,
vectenrs, ... ) et non sur dex nombres (sealalves). Cela ouwvre des perspectives de calew! nowvelles © non
cammutativite, modalite, existence de points fixes, logique multivaluée. ..

3) La simulation sur wun ordinatenr du caleul formel conting consiste o implémenter ces opérateurs de
tramsformation des signaux sous wne forme matricielle, La précision reguise pour exécuter de longues



chaines de calcul impose l'usage de transformations algébriques en arithmétique modulo p. Cela se
traduit au niveau des dispositifs booléens par le choix de p = 2. On rejoint ainsi les conclusions que
Langlet et Zaus ont largement développées dans cette revue.

1 Introduction

Les ordinateurs sont des automates finis. Ils travaillent sur des données booléennes, possedent une
mémoire finie, et sont capables a tout instant de calculer leur état futur a 1’aide de fonctions
combinatoires booléennes, a partir de leur état présent et des entrées.

Les machines de Turing sont des machines abstraites travaillant sur des nombres entiers. LL’ensemble de
leurs états internes est lui aussi fini, mais comme ces machines travaillent sur des entiers aussi grands
que 1’on veut, leur mémoire (un “ruban” d’écriture-lecture) n'est pas limitée, et est donc infinie. L’ intérét
du concept de machine de Turing réside dans le fait que les fonctions calculables par une procédure
effective sont les fonctions calculables par une machine de Turing (thése de Turing-Church). Mais ces
machines abstraites ne sont pas réalisables, les ordinateurs les “simulant” en imposant une limite
inévitable a la quantit¢ de mémoire disponible.

Des considérations théoriques issues de la théorie de I’information et de la théorie de la calculabilité
tendent & mettre en évidence I’existence d’une autre limitation fondamentale du calcul abstrait (Pinson
1995, 1996, 1997). Cette limitation réside a la frontiére entre les entiers et les réels, ¢’est-a-dire entre les
ensembles dénombrables et ceux qui ont la puissance du continu. Elle conduit a imaginer I’existence
d’opérateurs continus, qui généralisent les opérateurs scalaires booléens ou arithmétiques en étendant
considérablement leurs possibilités de calcul. Leur simulation dans un automate fini suggére une
architecture matérielle et logicielle essentiellement matricielle et arithmétique (modulo 2).

Le but de cet article est d’exposer ces principes de calcul, issus d’une classification détaillée des
différents types de calculabilité.

2 Entropie et complexité algorithmique

Une source S, sans mémoire, générateur d'EvEnements ou états aléatoires, est un ensemble dénombrable
de messages notés s.. Soit p la distribution de probabilité de ces messages. On appelle H(s) = —Z,

p(s)log p(s,) 1a quantité d’information moyenne par objet de la source ou entropie statistique[—u.

Soit B = {0,1} I’alphabet binaire. On note B" I’ensemble des mots w sur cet alphabet. Soit & le mot vide.
11 existe une correspondance bijective entre B et N, qui est I’ordre lexicographique :

(& 0),(0,1), (1,2), (00,3), (01,4), (10,5), (11,6), (000,7), (001,8), ...

L’encodage d’une source § est une application de § dans un sous-ensemble W de B". Le code est dit
régulier si cette application est injective et déchiffrable si deux messages distincts sont codés par deux
mots différents. Si on impose au canal de communication de ne pouvoir €tre lu que séquentiellement (ce
qui est la traduction formelle de [ 'irréversibilité du temps : au fur et a mesure que le récepteur recoit les
données, il lui est impossible de “remonter le temps” pour concaténer les données regues dans un ordre
autre que celui du texte), alors le code est instantané, appelé encore “code auto-délimité” ou “code
irréductible”.

Soit p(s;) la probabilité du message s, auquel correspond le mot code w,. Soit </>=X.p(s )l(w) la

longueur moyenne des mots. Le théoréme de la voie sans bruit (1¢' théoréme de Shannon) montre qu'il
existe un code irréductible pour lequel </> est aussi voisine qu’on veut de sa borne inférieure, égale a
I’entropie de la source dans le cas d’un alphabet binaire : </>* H(s).

La théorie algorithmique de I’information précise la notion d’information a partir de celle de calcul
effectif : la complexité d’un objet, c’est-a-dire I’information qu’il contient, est la taille minimale de sa
description algorithmique (développée initialement par Kolmogorov, Solomonoff et Chaitin, cette théorie



est présentée par exemple dans Li et Vitanyi 1997). 1l s’agit d’une théorie de I’information liée a un objet
particulier, et compléte ainsi la théorie statistique de la communication, €¢laborée par Shannon, qui est
une théorie probabiliste liée a un ensemble d’objets. Ces deux théories sont complémentaires.

Soit § un ensemble énumérable d’objets s, et W un ensemble énumérable d’objets w. Soit / une fonction
de volume définie de W dans N (par exemple le nombre de caractéres). Un mode de description ou code
est un ensemble récursivement énumérable E — W' S, et (w, s) € E est un encodage de s . La complexité
de s selon E est :

Cp(s) =min{l(w) : (w, s) € E}

Par convention, Cp(s) = ¥ si une telle description n’existe pas.

Comment réaliser cet encodage ? L’énumération effective des machines de Turing 7'}, T),... détermine
I’énumération effective des fonctions récursives partielles @,, @,.... telles que @, est la fonction calculée
par T, pour tout i. Il existe une fonction récursive partielle universelle @ calculée par une machine de

Turing universelle U telle que :
Dy(E(np)) = @, (p)

ou E(np) désigne un encodage auto-délimité de la n'®™€ machine de Turing 7, exécutant le programme p.

La complexité d’un objet s € § est alors la longueur minimale du programme p appliqué au calculateur
@, qui produit s :

Cp,(s)=min{l(p): @ (p) =s}

On montre (théoreéme fondamental de cette théorie, dit théoréme d’invariance) que la fonction @, est
telle que :

C@O(S) £ C@n(s) 5 Con

La complexité d’une chaine ne dépend donc pas de la machine utilisée, a un facteur constant pres. Une
machine universelle étant donnée, chaque machine de Turing particuliere est assimilable a un programme
exécutable. Alors la complexité d’un objet est la longueur du plus petit programme qui peut produire cet
objet. Dans le cas d’une chaine aléatoire, la longueur du programme qui la code est de 1’ordre de
grandeur de la chaine elle-méme (c’est le programme PRINT s, dont le nombre de bits est au moins égal
al(s)+1).

3 Quatre entropies algorithmiques
Il y a quatre possibilités pour décrire un objet dans I’ensemble W * S [Uspensky, 1992] :

1-Complexité simple, ou “naive”, qui correspond historiquement a la premiere théorie algorithmique de
Pinformation : C,(s) = C¢ (s) =min{l(p) : (p) =s}. On n’impose ni a p ni a s d’étre auto-délimités.

Cela revient a décrire un objet quelconque pris dans un ensemble similaire a N par une chaine
appartenant a un langage de méme structure : la description d’un nombre est un nombre.

2-Complexite uniforme : Cp(s) = C(s;/(s)) qui décrit un objet auto-delimité (donc de longueur connue)

par un entier : la description d’un mot est un nombre. Cela correspond a ce que 1’on entend
habituellement par “décodage” ou “décision”.



3-Complexite préfixée : K45 = Cfs) avec p auto-délimité. On évalue un objet s quelconque pris dans un

ensemble similaire & N a "aide d une chaine auto-délimitée, La description d’un nombre est un mot.
Cela correspond a ce que |'on entend habituellement par “codage”.

4-Complexité aléatoire ; Kh.r.u =min{lip! : fp =5} =—log mfs) o0 on évalue un objet 5 autodélimité
par une chaine p autodélimitée (mys) est une mesure de probabilité “algorithmigue™). La description d"un

mol est un mot, Cela correspond & ce que "on entend habituellement par “traduction™ ou
“interprétation”.

4 Schéma canonigue de communication

MNous avons proposé par ailleurs [Pinson 1994, 1995] une classification de dilTérents tvpes
informationnels selon le schéma suivant : la communication d’une information suppose |"existence :
-d"une information transmise sous forme :

-d"un conteny o information proprement dit

-d"un contenu didentification explicite, ou “rétérence”. qui spécifie ce contenu par rapport a
-un eenttenn o ldentification Implicite, ou “contexte™, qui est de Iinformation non-transmise.

N—=N

Complexité K () Complexité K () Complexité C {5}

Figure 1 : schéma canonigue de communication

Au cours d'un processus de transfert informationnel, 'information transmise est constituée des mots
code w émis d'une machine de Turing Emettrice (MTE) vers une machine de Turing réceptrice (MTR).
Ces mots, ainsi que les symboles contenant ces mots. sont répertoriés (énumeéreés) par rapport a une
référence commune, qui peut étre par exemple le premier mot émis. Par contre, cette transaction
s"accompagne d une information non-transmise, car présupposée, qui consiste notamment dans
I"information contenue dans le canal, ¢’est-a-dire dans I"organisation temporelle et spatiale de la
mémoire partagée, et dans Minformation contenue dans les codeur/décodeur. Au total, cette information
non-transmise se trouve dans les programmes d’encodage/décodage, E et D = E' dont la définition
implique celle des processus de caleul et de communication, et réciproguement.

Plus formellement, des ensembles de messages 5. de mots code w; et de programmes p; sont des



ensembles dénombrables. Soit P{R“J I"'ensemble des langages définis sur 'alphabet {0.1}. On note df4)
la cardinalité d’un ensemble 4. L'ensemble des parties d'un ensemble dénombrable n’é&lant pas
dénombrable, AP(B 1) =8 I- Il existe done une infinité non dénombrable de facons H-f.' d’associer les

programmes p; aux données s, par une fonction de N dans N. Or c’est précisément la relation B qui 4 s

associe la description p, mais ne fait "objet d’avcun transfert informationnel au cours d°une transaction :
il s"agit d"un “standard” sur lequel émetteur et récepteur sont préalablement accordés.

Un wansfert informationnel suppose une information & (s} préalablement connue de I"émetteur et du
récepteur, contenue dans le standard & a 'aide duquel s’effectue la traduction par un récepteur de la
description que fait un émetteur des états internes d une source : un transfert informationnel est une
description de description, ce qui, formellement, correspond & un ensemble de parties, 11 faut dong

€tendre au continu la notion de quantité d'information, pour tenir compte de 'information contextuelle
inhérente a tout processus de traitement.

5 Extensions au cas continu
Concernant H18). I"extension de la formule de " entropie au cas continu pose probléme. L'évaluation de

la quantité d'information d'une source repose sur un calcul pondéré des étars discernables d'un systéme.
Aussi le passage 4 la limite dans la définition de 'entropie d'une source continue :

" b
H(S)=-Xplogp, — H(S) =~ p(s)log p(s)ds
7= a

spuléve un certain nombre de difficultés. comme le remarque Shannon lui-méme. L'entropie d'une
variable aléatoire & distribution continue :

-peut élre négative,

-peut étre infiniment grande

-au contraire du cas discret, n'est pas nécessairement invariante dans un changement de coordonnées,

Concernant €fs), I"extension au cas continu pose également probléme pour "évaluation de K 5) : la

probabilité a prion dans un ensemble dénombrable n'est évidemment pas la méme que la probabilité
définie comme une mesure de densité dans un ensemble continu. 11 vient :

.‘L'A.Hu[xj =min{lip) : ¢ip) = 5} =—log(mis)) ! KHH]'."’-I‘I = — log(ms))

o0 gs) est une mesure définie sur un ensemble continu. On montre [Gacs, 1983] que H!-.‘H gl et
EA'H ey diftéerent d un ordre de grandeur égal 4 'inverse de la fonction d’ Ackermann, fonction

calculable mais qui n'est pas pnimitive récursive,
& Trois classes de calculabilité

Ces considérations théoriques conduisent donc a faire la distinction entre trois classes de calculabilité
(Anceau, 1997):

-celle des automates finis, qui manipulent de I'information booléenne (les ordinateurs...)

-celle des machines de Turing, qui manipulent des entiers.

-celle des processus communicants, qui supposent la manipulation implicite du continu,

L approximation que réalise un ordinateur du fonctionnement d'une machine de Turing s’apparente 4 un
“fenétrage™ (windowing, au sens du traitement des signaux), ¢’est-d-dire une coupure dans un ensemble
potenticllement infini de données, Elle se traduit par le codage, dans un alphabet de valence finie. des
entiers de I'ensemble N par des mots de longueur finie. qui sont des suites de bits dans le cas d'un



alphabet de valence 2.

Maintenant. on peut ajouter que |’ approximation que réalise ce méme ordinateur des processus de calcul
vis sous Tangle général de processus de communication s"apparente & un échantillonnage (sampling,
s¢lon la terminologie du traitement des signaux). qui quantifie le continu en unités élémentaires de
volume non nul.

Un caleul effectud par un processeur physique n'est done gu'une traduction approchée d'un processus
fondamentalement continu. Si I'on symbolise ce processus comme une “boite noire™ a qui I"on fournit
des données et qui produit un résultat, ce n’est plus le concept de fonction récursive, prise dans un
ensemble dénombrable, qui s applique. mais celui de fonction continue gui associe a Iintrant un “novau™
propre au systéme pour produire une sortie. Une des bases mathématiques de la théorie des systémes
continug est un théoréme de L. Schwarz qui montre gqu’il st possible de décnre toute “boite nore™
comme un novau x ¥V agissant sur I intrant v par voltérration :

(W) v) = [ r(ut)a(tv)dt

i

Cette composition de fonctions, définie pour la premiére fois par Voltérra, conduit dans le cas le plus
simple & la convalution, Celle-c doit done jouer un rdle central dans la théore du traitement continu de
I"information.

Il est alors possible de considérer les structures algeébriques du traitement de I'information comme
dessinant un schéma hiérarchique a trois niveaux : fini (ensembles discrets finis. logique de Boole.
arithmétique modulo), infini dénombrable (entiers naturels, arithmétique), infini non-dénombrable
{formes et signaux. analvse harmonigque(Figure 2). Un méme opérateur présent dans deux niveaux
hiérarchiques successits posséde une double signification. selon le niveau dans lequel il se trouve. Pour
chague niveau algébrique, un opérateur de distinction (noté Op) lie deux opérateurs de composition
duaux qui relévent des niveaux algébrigues inférieur et supérieur respectivement :

Opia* b)=0p(a)+ Opih) et Opliasb)=0p @) * Op’lib)

“0Op" est un homomorphisme transformant un opérateur noté * 4 un niveau donné en un opérateur noté =
dans le niveau suivant (ce processus est réversible). En changeant de niveau, les objets changent de
contexte, done de contenu d’identification.

Fondamentalement. I"opérateur Op est une involution (exemple : opérateur NON). Cette régle est en fait
plus complexe, car la transformation de Fourier appliquée deux fois produit un effet de “miroir”™, alors
que les opérateurs duaux EXP et LOG ne peuvent s’ appliquer qu'altemativement ;

ExpiLog{Exp(Log...} .



Figure 2 : Le traitement de I'mformation fait appel & : a) des opérateurs de
distinction, b) des couples d’opérateurs d’association duaux. Ces opérateurs
apissent sur des ensembles mformationnels funs dénombrables (bits), mhms
dénombrables (nombres entiers), infimis non dénombrables (formes).
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7 Traitement formel de Pinformation

Les analogies formelles entre calcul booléen et analyse harmonique sont bien connues @ | —v,~ 0,11 «
1FL5 .8, on Foet * sont respectivement la transformation de Fournier et la convolution, Set | les
fonctions de Dirac et unité. Ce paralléle n'est pas exact a cause de “|"impossibilité” de la multiplication
des distributions. En réalité il ne s”agit pas d une impossibilité, mais seulement d une définition
insuffisamment précise de la distribution de Dirac. dont on peut spécifier le “carré” en se donnant une
méthode précise de passage a la limite & partir d une fonction [Colombeau, 1992].

Tableaun 1 : Boole vs Fourier

Distinction —ga=a F [F [x(]] = x(-1)
Association c=anh 205y = x(0. (¥
a=anl ) =x(r). I
cEgV D 2 =x(n* W
a=avi) () =x(n* &0
Variables 1 =0 16 = F [an)]
@ =] &N = F[1{n]
Dualité =g v ~h = ~{arh) Flx]* Fl¥l=F[x.¥]
—a A ~b =—{avh) Flxl.Fl=F[x* ¥

Comme les opérateurs NON et exp/log, la transformation de Fourier peut ére considérée comme un
processus de distinction qui peut opérer entre deux limites opposées :

F[a.e*_b 2 }=AE_E'VE ((Fauss)

AL =10, (peigne de Dirac)

Lin contenu significatif d'information se situe ainsi entre deux invariants extrémes, le désordre d une
fonction gaussienne d'une part. et I"ordre absolu et infini d"un peigne de Dirac {noté sha | | [) idéal
d’autre part.

4 Propriétés nouvelles du calcul “superbooléen™

Quelles propriétés nouvelles est-on en droit d'attendre de processus de calcul fondés sur les opérateurs
continus de I"analyvse harmonique par rapport au calcul booléen de base 7

4.1 Algébre non commutative

Pour des Tonctions quelcongues (¢ est-d-dire pas seulement des fonctions paires), la double négation
n'est pas équivalente & un simple opérateur NON-NON, puisque F [F [x(r)]] = x(-f}. Plus généralement. il
faut tenir compte de la symétrie hermitienne qui transforme la convolution en corrélation :

X)) —>x(-1) = XSy =x(1)*y (1)
x(t) & v (-t) = x(1) * ¥(t)

Convolution et corrélation ont deux structures algébriques distinctes [Borsellino et Poggio, 1973). La



convolution est un opérateur commutatif et associatif, la corrélation ne 1’est pas. Pour étudier les deux
algébres notées A* (avec * = * ou ®) on pose :

R e e s (commutateur)
g hl =f(g*h)-(feg) *h (associateur)

On montre facilement que :

gl =0 g hl =0
1,21 ' 0 [fgi® "' 0

Ces relations caractérisent A* comme une algebre abélienne (comme I’algebre de Boole), tandis que les
relations :

FlesD
1, 1%, 1% + [[g, K%, 1%+ [[h,£1%,¢]® = 0

montrent que A® est une algébre de Lie. On rejoint ici un formalisme de base de la mécanique quantique.
Sur un domaine limité d’intégration (cas des signaux physiques et des filtres), le début de la convolution
est calculé en sommant le produit du début de la forme x par le début de la forme y . Ce calcul peut étre
effectué en place entre les données d’entrée et la réponse impulsionnelle du systéme, comme un codage
instantané. Tandis que le début de la corrélation est calculé en sommant le produit du debut de la forme x
par la fin de la forme y ou, calcul symétrique mais pas commutatif, en sommant le début de la forme y
par la fin de la forme x. Aussi, il n’est plus équivalent de calculer avb ou bva. L’orientation de
I’information devient significative.

8.2 Logique modale

Le calcul logique sur des vecteurs au lieu de scalaires introduit la phase comme deuxiéme parameétre
opérationnel apres I’amplitude. Le diagramme suivant souligne 1’existence d’une structure commune
entre I’analyse harmonique et une logique modale :

F [x(t-D] = 2™ | F [x(1)] -zp = ap
F[e2™ x(£)] = X(v-a) —op = Oup
x(t-7) = F [e 2™ . X(V)] Op = varp
e 27t x(f) = F [X(v-a)] ap = ullup

Par exemple, on peut interpréter la modalité a 1’aide des quantificateurs " et $ :

Tableau 2 : modulation & logique modale
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Line des conséquences de ce schéma de calcul est gque 1'on doat temir compte de la position des
€chantillons par rapport a I"origine. Considérons par exemple une FFT sur deux points dont les signaux
sont a = rtill[.i:] et b = 1{k). Dans ces conditions. la FFT est établie comme indiqué tableau 3.
Considérons le signal ¢, qui est égal au signal @ translaté (d un scul et unique pas d’échantillonnage,
puisque le caleul est effectué sur deux points seulement). Si I'on calcule les opérations superbooléennes

de base, on oblient les résultals suivanis ;



Tableau 3 : FFT sur 2 points avec des signaux déphasés.

4 X(0) = x(0) +x(1) 4
X(1) = x(0) - x(1)

Wy X AND v xORvy X—>y
aa a a I
ab a b b

b a a b a

b b b b b
cc C T a -d
ch ¢ b

b ¢ C b

b b b b

Les résultats produits par les superportes E'T et OL ne diftérent pas fondamentalement des caleuls
logiques ordinaires. Comme noté précédemment, s1 17on mesure 'amplitude résultante en valeur absolue,
ces opérations sont strictement identiques au cas booléen. Par contre il n'en est pas de méme pour
IMimplication logique, si I'on considére que le zéro arithmétique (noté 1) signifie une opération “nulle™,
qui n'est pas signifiante (en gquelque sorte une condition “NAM™ — Nof-A-Meaning — comme 1] existe
une condition “NAN" — Not-A-Number — en langage de haut niveau). Alors, quelque chose qui est
faux ne peut imphiguer une conséquence vrale, contrarement & I'implication logique usuelle, mas
conduit seulement a un non-sens (dans un tel cas, on peut considérer que le calcul s arréte, faute de
donnges).

4.3 Points fixes

Comme cela a été noté plus haut, une fonction gaussienne (4 1"échelle prés) ou un peigne de Dirac de pas
| sont des points fixes pour I"opérateur TF. Dans le cas discret, la TFD d un scalaire, ¢'est-a-dire une
TFD calculée sur un seul point. est égale a ce scalaire lui-méme :

Flk =k



D’une part. cela signitie que les "superbits” sont nécessairement des vecteurs pour pouvoir étre
distingués les uns des autres par un opérateur NON, ce qui implhigue, comme on "a noté : 1) que la
position de I"information par rapport a I'origine devient significative (contenu d’identification explicite),
d’oi extension de la logique de Boole 4 une logique modale ; 2) que la direction de |"information par
rapport & 'orientation du référentiel devient avssi significative (contenu d identification implicite), d’ou
I'extension de 1’algébre de Boole a une algébre de Lie non commutative.

En revanche, en choisissant convenablement la valeur du nombre d*échantillons ¥ (il faut que «N soit
entier, soit m impair), il apparait gque 1'on peut construire une logigue intégrant la notion de point fixe,
puisque la TFD d'un peigne de pas YN est un peigne de pas NN = VN .

Il est alors aisé d’étendre la notation de Spencer-Brown au cas auto-référentiel, comme I"a fait Varela
{Varela, 1974), grice aux régles de caleul suivantes :

Il : dominance — ¥ = #&
12 : ordre ==
I3 : consistance —~Z =2

14 : nombre ZZ=7%

Bot * Te g (k) kA= LR s b by ] e s T vienl

: 1vv=F[F].FMI=F8.FM1=Fl6]1=1

12: F[F[6]]1=8,

I3 FII- |—I—|."p'."'3J . |——|."|'."'.2

2 | g v L e = F LF I ] - Fl L 1= Fy L L L b 1= Ll

Cette propriété de point fixe (pour les ensembles d’échantillons de cardinal pair) est essentielle. Dune
part on montre que les paradoxes de la logigue classigque (Russell...) et les théorémes de limitation
(Godel, Tarski....) dérivent d'une structure plus fondamentale exprimée comme une propriété
autoréférentielle de point fixe (Lawvere, 1969). En introduisant un ensemble autosimilaire (i.e. fractal)
satisfaisant cette propriété, un point fixe ne conduit pas nécessairement a un paradoxe. D'autre part. elle
autorise une extension de la logique booléenne a une logique tri-valuée dont les tables de vérité sont les

suivantes (onnote : @ =4, =|_| |, : 1=1=|_||, : £=_ ]y} :

Tableau 4 : tables de vérité superbooléennes avec point fixe :

X (wfpdy | @O 1T iy | @i01 Py (@0 1y | @001

@1@@5@Eﬁ@ﬁni1éﬁ111@ﬁm1

glojo|e o Ojolgiorjo|g o joloiolg

1E1E§D§1111§11®D111DE
=F XAY s R x—=y x@y

En faisant varier N, on peut aisément étendre ces notions & une logique multivaluée, rejoignant ainsi les
caractéristiques bien connues de la logigque floue.



9 Réalisation physique par FFT

Il reste alors & voir comment un automate fini pourrait simuler au mieux ces principes fondamentaux de
calcul.

9.1 FFT

Un premier pas consiste 4 remplacer les opérateurs continus de I"analyse harmonique par leurs
equivalents digitaux.

L analyse harmonique physique (et non théorique) des formes subit un certain nombre de limitations &
travers les processus de traitement digital de Minformation ; quantification, fenétrage, échantillonnage.,
blocage. Ces limitations physiques sont inévitables a partir du moment ot I'on veut transcrire des
capacités de traitement de |"information non-transmise dans des dispositits réels, c’est-a-dire des
processus commumcants. Ausst algebre (F %, . 0.1} est-elle “digitahisée™, la transformation de
Fourier (TF, notée F') devient une transformation de Fourier digitale (TFD, notée F) dont le calcul est
réalisé par exemple 4 I"aide de "algorithme “papillon™ bien connu (TF rapide, abrégée TFR, ou FFT,
Fast Fourier Transform). Dans ce cas approché la multiplication des “distrnibutions™ devient possible.

9.2 Normalisation et opérateur NON

TF et TFI{TF inverse) sont deux opérations symétriques, Comme F [F [x(f)]] = x(-#), nous obtenons,
pour une distribution paire comme &, une relation similaire a la relation logique ——a = a.
Malheureusement, cela n’est pas vrai dans le cas digital, 4 cause du facteur en 1/N gui est présent dans
I"une des deux opérations. par exemple la TFI :

N-1. - _pp= ] V-1 o
XM= Zak)e Y 5 x)=-F H(e ¥
k=0 =0

Aussi, si I'on veut gue ——1(1) = 1{1) et =& 7 = A7), nous devons traduire ces opérateurs en appliquant le
principe de relativité d’échelle. Aussi le principal opérateur (TF) devient une transformation de Fourier
digitalisée et normalisée a 1 (TFDN, notée Fore

k
X10) = F[x(h)] - %

Aveg cette procédure, toute amplitude résultante maximale est conservée égale & un. Mais ce principe de
calcul ne modifie pas la forme des signaux. Aussi la TFDN £, est vue comme un opérateur NON : un

“dirac” normalisé & un a pour inverse 1(¢) et réciprogquement. Avec ce principe de caleul, {information
est done codée par la forme du signal, et non par son amplitude.
Cette mise a I"échelle statique ne doit pas étre confondue avec la mise 4 I"échelle dynamigque utilisée

dans I"algorithme TFR pour éviter les dépassements numérques. Pour calculer X, (v) = £, [x£)], on peut
utiliser en AFL un algorithme comme : X, =X = Sup |X].

9.3 Mise a I'échelle et opérateur ET
Pour exécuter une opération NON par TFR, et une opération ET par multiphication, 1l est nécessare de
suivre les régles suivantes :

NON: F Ilpl:im: échelle positive) —= pleine échelle positive
ET : pleine échelle positive ¥ pleine échelle positive —>= pleine échelle positive



Adnsi, si tout échantillon posséde une amplitude égale a 0 ou 1, le produit résultant (ET) est toujours égal
al0oul (pumsque 1 x1=1).

9.4 Opérateur (L

En ce gqui conceme 1"opérateur OU, nous pouvons © soit calculer directement le produit de convolution
{par convolution circulaire) : soit appliquer le théoréme de convolution, comme cela peut étre fait en
logique booléenne en faisant appel aux relations de De Morgan. Pour étre exact, il serait nécessaire
d’étendre les vecteurs a 2N points, en remplissant de zéros les segments compris entre NV+1 et 2N, pour
tenir compte du fenétrage et du repliement du spectre. Mais si on se limite aux vecteurs tels que &, (1),

1(#) et aux peignes normalisés, il n'est pas nécessaire d’en tenir compte ¢,

9.5 "Superbits™ ¢ peignes de Dirae

Echantillonner les signaux rend leur spectre périodique., et réciprogquement. Les calculs ci-dessus sont
done en réalité exécutés avec des distributions “peignes” digitalisées, dont les périodes valent 1 pour 1(/)
et N pour (1), Comme la TF est un opérateur qui posséde la propriéié d"homothétie :

EDREE

nous pouvons considérer des peignes de période @ et 1/a . Aussi une valeur suffisamment grande de N
autorise différents choix pour traduire les éléments binaire © et 1 en “superhils” représentés par des
peignes de pas @ et 1/a. Il faut seulement que @ soit une puissance de 2 comprise entre | et N/2.

9.6 “Superoctets™ : signaux & W dimensions
La TF d'une fonction séparable a M dimensions est elle-méme séparable. Par exemple en dimension 2. le
calcul est effectué par :

Ny -1N;-1 —;E:rﬁ}—ﬁ - jE;'r—ki&ﬂ
XUni)= 2 2 xlk,k)e Le
k=0 =0
Soit ."‘n."l = N, = ... = N (matrice carrée). Considérons les signaux : ﬁl{kl}.rﬁl{k!} : ﬁlikl}.]LkIJ .

10k ). 0ks) o Lk D10k, ). Ces signaux correspondent aux mots de 2 bits : G0, 01, 10, 11. Nous avons
({la concaténation €tant notée “;™) :

~{@bl=—a—b o« F [ xlk)k) ] = F ek )]F D]

Ces relations s’étendent a un nombre quelconque de superbits, et les calenls sur des mots de M bits sont
possibles, comme en logique classigque. Soit :

I=x+y avec x.ve | El[kl]l: I{ﬁ:IH
z & § 80k 8,0k, 80k )10k 1K), (Ky) , 10k 1Tk

Alors :

stk =xk )@ pk)  se {8k k)]
elky) =2tk ) k) o § S0k 1k ]



Cet algorithme permet I"énumération des entiers. un entier de valeur ' étant représenté par un volume
dans un espace 4 M dimensions, avee M * [ log, A

10} Précision numérigue

L*implémentation de I'ensemble de ces processus de calculs est réalisable soit directement en langage
machine sur des processeurs de traitement numérique du signal spécialisés (processeurs DSP), comime
nous 'avons proposé (Pinson 1996) i 'aide de processeurs Texas fnstrumeni TMS320C50.

L inconvénient d’une telle solution est sa lourdeur, puisqu’il faut remplacer chaque “porte”™ booléenne
par un processeur DSP !

Une autre solution consiste a simuler ces fonetions sur un ordinateur classique dans un langage de haut
niveau. 1 est clair alors que des propriétés de consistance, de cohérence et de clarté du langage
découleront directement les capacités du programme d simuler correctement ces processus, Une solution
élégante parce que concise est |'utilisation du langage APL. Ce faisant, on est immédiatement conduit 4
poursuivre ce raisonnement, puisque 1" APL met clairement en évidence le hien étronl qui existe entre FFT
et transformation de Hadamard (Nishikawa 1994). Si I'on poursuit le raisonnement jusqu’a son terme,
c’est & cette derniére opération qu’il convient de donner le rile fondamental d opérateur superbooléen.

Etant donné N échantillons quantifiés avec B bits dans une gamme L. la précision numérigue ou

résolution vaut g = 1/2% . Pour conduire les calculs, deux solutions techniques sont a considérer ; calculs
en virgule flottante, ou calcul en virgule fixe.

-Calculs en virgule flottante : avec B = 32, on obtient une dynamique de caleul égale & 20log(2°%) =
192dB. Cette dynamique parait importante, et suffit lorsqu’on appligue |'analyse harmonigue au calcul
d"un spectre. Mais le bruit de caleul augmente rapidement s1 une succession d’opérations sont opérées en
chaine. Il s’agit d"une limitation fondamentale : quelle que soit la valeur de B. le décalage et la troncation
ont des effets rapidement non négligeables. S agissant d’opérations booléennes se succédant en grand
nombre, cette solution devient impraticable,

-Calculs en virgule fixe : la premiére condition a remplir pour que les caleuls soient exacts dans un
ensemble £ est que le produt ou la somme de deux éléments de 'ensemble £ appartiennent & cet
ensemble. Cette condition est vérifiée dans |'ensemble des entiers 0, 1, ..., L-1 si les calculs sont faits
maodulo L. Un choix convenable de L permet de définir des transformations algébriques { TFA) avant des
propri¢tés comparables a la TFD [Bellanger, 1981].

Sur le plan pratique. ce choix est guidé par des considérations de simplicité des mécanismes de calcul.

L arithmétique modulo suppose une division entiére par L, division réalisée trés facilement par décalage
pour £ = 2" ou par décalage avec retenue pour £ = 2"£1 (arithmétique en complément & un).

Sur le plan théorique, on montre que existence d une transtormation algébrigque et de son inverse se
rameéne i la condition suivante : pour tout facteur premier P de L. il faut que N divise -1. Done, sil'on
choisit L premier, N doit diviser L-1. Finalement, on montre qu’un choix du module [ trés intéressant est
un nombre de Fermat

b
L=l

L’ expression de la transformation algébrique correspondante se déduit de ces considérations théoriques ;

Ordre de la transformée : N =it
Transformée directe :
N-1 2
X(N= Y x(k)2’
k=0

Transformée inverse :



ey :
S5 X x(n2

J=0

(k) = z(

Ces calculs impliguent toutefois que le nombre d échantillons N soit 1ié a la résolution ; 8 = N2, Par
exemple, si b= 5, B=2" =32, N'= 64, [ = 4.294.967.297,

Enfin. la normalisation a 1 précédemment décrite nécessaire pour introduire une symétrie entre TF et TFI
suppose une division de tous les résultats de la TFA par sa valeur {absolue) maximale, ce qui est une
autre forme de division modulo qui entre dans le cadre de ces regles de calcul.

11 Opérateurs superbooléens en arithmétigue modulo 2

Arrivant au terme de cet article, notre démarche peut se résumer ainsi :

-lanalvse théorique du concept d'information conduit & supposer l'existence de trois classes de
calculabilité : fini (booléen). infini dénombrable {arithmétique) et continu (harmonigue).

-l'extension au continu des propriétés du caleul booléen conduit & généraliser les opérateurs booléens &
I'aide des opérateurs de 'analvse harmonique, conservant ainsi les structures mathématiques
fondamentales : involution, dualité, commutativité, associativité, etc. Cette généralisation, mettant en jeu
des vecteurs au lieu de scalaires, permet de conjecturer |'existence de propriétés logiques nouvelles.
-réciprogquement, tout processus opérationnel de calcul et de communication étant nécessairement fini et
digitalisé. la simulation sur ordinateur de cette généralisation passe par une utilisation adaptEe des
algonithmes du tramtement numénque des signaux (DSP).

-mais la précision requise pour effectuer des calculs en chaine conduit 4 abandonner l'arithmeétique en
virgule flottante ou fixe au profit de arithmétique modulo p, avec p = 2 dans le cas hinaire.

Les transformations unitaires rapides sont une conséquence du théoréme de Good (Kunt, 1981). qui
énonce quiune matrice A générée 4 partir d'une base de matrices hermitiennes orthogonales est
décomposable en un produit de matrices ¢lémentaires. Les transformations de Walsh-Hadamard et de
Fourier sont alors des cas particuliers de ce théoréme, et tous ces calculs se raménent a des calculs
matriciels. Mas, suivant en cela la démarche de Langler 1994, 'application de 'arithmétique modulo 2
aux matrices conduit a chercher une implémentation des opérateurs harmoniques digitalisés (que nous
avons appelé "superbooléens™) sous torme binaire. On aboutit ainsi 4 une application de la classification
des opérateurs de caleul (finis, dénombrables, continus) comme indiquée figure 2 au cas stnctement
binaire de l'arithmétique modulo 2, et cela donne le schéma exposé par Zaus 1995 page 67 de ces
opérateurs vus sous l'angle binaire.

Cette démarche semble naturelle, si l'on constate que le point central de notre propre schématisation, fig.
2, est 'opérateur Q1) Exclusif, qui constitue le lien (encore bien mystérieux, au demeurant), entre les
entiers naturels et les réels, Or les produits matriciels des transformations FFT et Hadamard fournissent
les composantes des signaux ordonnées selon le code Gray, dont I'une des définitions possibles est
précisément l'intégrale binaire de parité (Zaus 1994)

G-B'0,”1 B
B—-M\G {intégrale binaire)

La simplification aux matrices purement binaires, en passant de

X+ 'Y (produit matriciel)

ALaY {produit matriciel binaire)



conduit ainsi a prendre I'opérateur XOR comme opérateur de calcul principal. D'ou une représentation
des signaux sur une base de fonctions binaires. Il reste a choisir le type exact de transformation binaire
qui conserverait les propriétés de I'analyse harmonique. Zaus 1996 propose page 45 la transformée de
Langlet :

C=C -1 B==2B

Les propriétés des matrices générées par cette transformation (pariton) sont en effet conformes a celles
des matrices employées en FFT. Notamment, leur structure en "triangle de Pascal" dérive du

développement des coefficients du bindme (a+b)" dont 1'enveloppe est une gaussienne (Zaus 1994 page
58). Ce point est essentiel si 1'on veut pouvoir mettre en évidence une propriété de point fixe (A = A),
propriété centrale comme on l'a vu plus haut a partir de laquelle il est permis d'envisager une extension
du calcul booléen. Il reste — et ceci constitue un programme de recherches qui est a effectuer — a analyser
la logique de la parité pour s'assurer qu'elle posséde bien toutes les propriétés requises qui ont été
énonceées le long de cet article pour matérialiser convenablement les principes du calcul superbooléen.

En tout état de cause, il est fondamental de remarquer que cela n'est envisageable que dans un cadre
matriciel, que Stern 1994 développe a 'aide de matrices binaires de rang deux, en systématisant les
calculs booléens sur ces matrices. Mais au-dela d'une simple extension de I'algebre de Boole aux
matrices binaires de rang deux, comme le fait cet auteur, c'est bien une exploitation de telles matrices
(comme le "géniton" de Langlet) au sens de 1'analyse harmonique, fondée sur la notion de transformation
unitaire rapide, qui permet d'envisager 1'application opérationnelle de réelles propriétés logiques
nouvelles. On aboutit alors, comme Langlet 1994 et Zaus 1995 le proposent, et comme nous-mémes
l'avons proposé a plusieurs reprises (voir par exemple Pinson 1994, 1995) a une possible application de
ces procédures de calcul a 1'étude des réseaux neuronaux et des caractéristiques de la cognition.
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I Tous les logarithmes sont comptés en base 2



